4.1

Nopan heitto voidaan ajatella toistokokeeksi. Todenndkdisyys, ettd
1

nopanheitolla saadaan silméiluku yksi on x

a) Lasketaan todennékoisyys, ettd viidelld nopanheitolla saadaan
tdsmaélleen kaksi ykkosta.

P(tdsmailleen kaksi ykkostd)

b) Lasketaan todennékoisyys, ettd viidelld nopanheitolla saadaan
tdsmaélleen kolme ykkosta.

P(tdsmailleen kolme ykkostd)

[

~ 0,0322

Vastaus
a) 0,161 b)0,0322



4.2

Hedelmien pakkaaminen 18 kappaleen myyntipakkauksiin voidaan
ajatella toistokokeeksi, jossa on 18 toistoa. Todenndkoisyys, ettid
yksittdinen hedelmi on pilaantunut, on 3 % = 0,03.

a) Lasketaan todennékoisyys, ettd 18 kappaleen pakkaukseen paityy
tasmalleen yksi pilaantunut hedelma.

P(tdsmilleen yksi pilaantunut)
18
= [ | ]-0,03l -0,97"7
~ 0,32
b) Lasketaan todenndkoisyys, ettd 18 kappaleen pakkaukseen pdityy
tdsmélleen kaksi pilaantunutta hedelmaa.
P(tasmaélleen kaksi pilaantunutta)
18
= { }.0,032 -0,9716
2
~ 0,085

Vastaus
a) 0,32 b) 0,085



4.3

Oletetaan, ettd tavaraerd on iso. Talloin todenndkoisyys, ettd tavaraerdstd
satunnaisesti valittu yksilé on virheellinen, on 2 % = 0,02.
Todenndkoisyys, ettd valittu yksild on virheetén on 0,98.

a) Lasketaan todennékdisyys, ettd 20 kappaleen ndytteessd on enintidn
kaksi virheellistd yksiloa.

P(enintdén 2 virheellistd)
= P(0 virheellisti tai 1 virheellinen tai 2 virheellistd)
= P(0 virheellistd) + P(1 virheellinen) + P(2 virheellist4)

20 20 20
:[0 ].0,020.079820 +[ | ].0,021 -0,9819 +[ 5 }-0,022 -0,98!8

0 virheellista 1 virheellinen 2 virheellista

~ 0,99

b) Tapahtuma "ainakin 2 virheellistd" on sama kuin
"2,3,...19 tai 20 virheellista".
Vastatapahtuman "0 tai 1 virheellistd" todenndkoisyys on helpompi
laskea. Lasketaan, milla todenndkoisyydelld 20 kappaleen néytteessi
on ainakin kaksi virheellistd yksiloa.

P(ainakin 2 virheellistd)
=1— P(0 tai 1 virheellistd)
= 1—(P(0 virheellistd) + P(1 virheellinen))

20 20
=1- [0 ]-0,020 10,9820 +[ | ]-0,021 -0,98"

0 virheellista 1 virheellinen
~ 0,060
Vastaus
2) 0,99 b) 0,060



4.4

Todennikoisyys, ettd yksittdinen koira on valkoruskea, on 72 % = 0,72.
a) Lasketaan todennédkoisyys, ettd 23 koirasta tasan 20 on valkoruskeita.
P(20 valkoruskeaa)
23
=|_1-0,72%20.0,283 1-0,72=0,28
20
~ 0,054
b) Tapahtuman “enintddn 20 koirista on valkoruskeita” vastatapahtuma
on ”21, 22 tai 23 koiraa on valkoruskeita”.
Lasketaan todenndkoisyys.

P(enintiédn 20 valkoruskeaa)
=1— P(21 tai 22 tai 23 valkoruskeaa)
=1—-(P21) + P(22) + P(23))

23 23 23
—1—(_[-0,7221.0,282 +| " [.0,7222.0,28" +|__|-0,72%.0,28°)
21 22 23

~ 0,97

Vastaus
a) 0,054 b) 0,97



4.5

Vakioveikkaus voidaan ajatella toistokokeena, jossa on 13 toistoa.
1

Yksittdisessd ottelussa onnistumisen todenndkoisyys on 3

a) Pelaaja saa kaikki 13 pelié oikein todennékoisyydelld

111, .1:(1)”
33373 3) -

Todennikoisyyden voi laskea myds toistokokeen kaavalla:

HICREEEE

——
—1 =1

b) Toistokokeen kaavan mukaan todenndkoisyys on
13 12 13-12
(1) .(1_1)
12) \3 3
_|B .(1)” 2
12)\3) 3
¢) Tapahtuman "vdhemmén kuin 12 oikein" vastatapahtuma on

"12 tai 13 oikein.

P(vihemmaén kuin 12 oikein)
=1-—P(2 tai 13 oikein)

2]




4.6

a) Lentokoneessa on 138 paikkaa ja lennolle on myyty 141 matkalippua.
Lentomatkan varannut matkustaja saapuu lennolle todenndkoéisyydella
95 % = 0,95 ja ei saavu lennolle todennikoisyydelld 5 % = 0,05.

Jos tasan yksi matkustaja ei mahdu koneeseen, niin lennolle saapuu 141
matkalipun ostaneesta tasan 139.

P(yksi ei mahdu koneeseen)
= P(139 matkustajaa)

141
= -0,95'39.0,052
139

~ 0,020

b) Jos kaikki matkustajat mahtuvat koneeseen, matkustajia saapuu lennolle
korkeintaan 138. Tapahtuman “’korkeintaan 138 matkustajaa saapuu

lennolle” vastatapahtuma on lennolle saapuu 139, 140 tai 141
matkustajaa”.

P(kaikki mahtuvat koneeseen)
= P(lennolle saapuu korkeintaan 138 matkustajaa)
= 1— P(lennolle saapuu 139, 140 tai 141 matkustajaa)

141 141
=1—( -0,95139.0,052 + -0,95140..0,05!
139 140

141
-0,95'41.0,05°
+[141} )

~ 0,97

Vastaus
a) 0,020 b) 0,97



4.7

Peliajan paittyessé joukkue A johtaa ottelua yhdelld pisteelld. Jotta joukkue
B voittaisi ottelun, on sen saatava vapaaheitoista vahintddn 2 pistettd. Siis
joukkueen B on saatava kolmesta vapaaheitosta 2 tai 3 pistetté.
Yksittdinen vapaaheitto onnistuu todennikoisyydelld 75 % = 0,75, ja
epdonnistuu todenndkoisyydelld 25 % = 0,254.

Lasketaan tapahtuman todenndkoisyys.

P(2 tai 3 koria)
= P(2 koria) + P(3 koria)

3 2 3 3 0
=|_1-0,75-0,25+]| |-0,75°-0,25
2 3
~ 0,84

Joukkue B voittaa todennédkdisyydelld 84 %.

Vastaus
84 %



4.8

Ennétyslampimien heindkuiden esiintyminen voidaan ajatella
toistokokeeksi, jossa yksittdinen kesd on enndtyslammin

1
60 -
9
60 -

todennékdisyydelld . Heindkuu ei ole ennétyslammin

todenndkdisyydelld

Lasketaan todennékoisyys, ettd seuraavien 30 vuoden aikana ei ole yhtidin
enndtyslimminté heindkuuta.

P(0 ennityslamminté)

[300 (610 )O ' (23)30

~ 0,604

Tapahtuman "vahintiin 2 ennityslimmintd" vastatapahtuma on
"0 tai 1 ennétyslammin. Lasketaan todennékoisyys, ettd seuraavien 30
vuoden aikana on vdhintddn 2 ennidtyslimmintd heindkuuta.

P(véhintddn 2 ennitysldmmintd)

=1—P(0 tai 1 ennitysldmmintd)

o el ol ol 38

~ 0,0889

Vastaus
ei yhtddn 0,604; véhintddn kaksi 0,0889



4.9

Laatikossa on 20 punaistaja 15 keltaista palloa. Laatikosta nostetaan 8
palloa ja pallot palautetaan aina nostojen vilissé takaisin laatikkoon.

Punaisen pallon saamisen todennikdisyys on 20 _4 Kyseesséd on

35 77
toistokoe, jossa on 8 toistoa.

Tapahtuma ”saadaan enemmaén punaisia kuin keltaisia palloja” on sama
kuin tapahtuma “saadaan 5, 6, 7 tai 8 punaista palloa.

P(saadaan enemmén punaisia kuin keltaisia palloja)
= P(5, 6, 7 tai 8 punaista palloa)
= P(5)+ P(6) + P(7)+ P(8)

RN EE
RN ERE

~ 0,527

Vastaus
0,527



4.10

a)

b)

Koska arpojen mééri on suuri, voidaan olettaa, ettd yksittdisen arvan

voittotodenndkoisyys on % =0,25. (Kyseessé on siis toistokoe.)

Todenndkoisyys, ettd arpa ei voita on % =0,75.

Lasketaan todennékdisyys, ettd viidestd ostetusta arvasta tdismalleen
kaksi voittaa.

P(tdsmaélleen kaksi voittaa)
5
= [2] -0,252-0,75

~ 0,264
Arpoja on jéljelld 16. Koska arpojen méérd on pieni, kyseessé ei ole
toistokoe.

16
16 arvasta voidaan ostaa 5 arpaa [ s ] = 4368 tavalla.

4
Neljésta voittoarvasta voidaan ostaa 2 arpaa {2} =6 tavallaja

12
loput 3 arpaa voidaan ostaa 12 tyhjdstd arvasta [ 3 ] =220 tavalla.

Kaksi voittoarpaa ja kolme tyhjda arpaa voidaan
ostaa 6 - 220 =1320 tavalla.



Lasketaan todennakoisyys.

P(tasmalleen kaksi voittaa)

1320 Tapahtumalle suotuisten alkeistapausten lukumééaré
4368 jaetaan kaikkien alkeistapausten lukuméaéaralla.
~ 0,302

Vastaus

a) 0,264 b) 0,302



4.11

Nopan heitto voidaan ajatella toistokokeeksi. Todenndkdisyys, ettd

8-sivuisella nopalla saadaan silméluku seitsemén, on % . Todenniakoisyys,
ettd silméluku ei ole seitsemén, on %

Lasketaan todennékoisyys, ettd kymmenelld nopan heitolla puolet heitoista
antaa silmdluvun 7 eli saadaan tdsmalleen viisi seiskaa.

P(tdsmaélleen viisi seiskaa)

[ S GT

~ 0,00394

Vastaus
0,003 94



4.12

Tavallisen kuusisivuisen nopan heitto voidaan ajatella toistokokeeksi.
1

Todennékoisyys, ettd saadaan silmiluku yksi, on -

Tapahtuman "vahintddn 5 ykkostd" vastatapahtuma on
"0, 1, 2, 3 tai 4 ykkostd". Lasketaan tapahtuman todenndkdisyys.

P( vdhintddn 5 ykkostd)
=1—P(0 tai 1 tai 2 tai 3 tai 4 ykkostd)
=1—(P(0)+ P(1) + P(2) + P(3) + P(4))

AR W R T
SR WD)

~ 0,231

Vastaus
0,003 94



4.13

Janin laskussa toinen todennikdisyyden laskulauseke on ylimiérdinen. Jos
heitettdessa kolikkoa 12 kertaa saadaan neljad kruunaa, niin silloin loput
kahdeksan on klaavoja.

Lasketaan siis todenndkdisyys, ettd 12 rahanheitolla saadaan tismélleen 4
kruunaa.

12
P:[4]-o,54-0,58 ~0,12.

Huomaa, ettd Janin laskema todennékoisyys oli kaksinkertainen.



4.14

Todenndkoisyys, ettd mies on punavihersokea on 8 % = 0,08, joten mies ei
ole punavihersokea todennékoisyydelld 1 — 0,08 =0,92.

Todennikoisyys, ettid nainen on punavihersokea on 0,4 % = 0,004, joten
nainen ei ole punavihersokea todennikoisyydelld 1 — 0,004 =0,996.

Kurssin opiskelijoista 19 on tyttdjd ja 15 poikia. Kurssilla on yhteensd
34 opiskelijaa.

Tapahtuman ainakin kaksi opiskelijaa on punavihersokeita”
vastatapahtuma on 70 tai 1 on punavihersokeita”.
P(ainakin 2)

=1—-P(0tail)
=1—(P(0pja0t)+P(pja0t)+POpjalt))

15
=1-(0,9215.0,996" +[ : ]-0,08-0,9214 -0,996!7
Nl Sl

0 poikaa ja 0 tyttod

1 poika ja 0 tyttod

+0,921>

19
| ]-0,004- 0,996!8)

0 poikaa ja 1 tyttd

~ 0,37

Vastaus
0,37



4.15

1. Yksittdisen monivalintatehtdvin vastaus on oikein
todennékoisyydelld % = 0,25 ja védrin todenndkoisyydelld
3

4:0,75.

Selvitetddn, kuinka monella oikealla vastauksella kokeen
yhteispistemééra on nolla.

Jos oikeita vastauksia on 0, yhteispistemaard on —10 pistettd. Koska
pisteméddra on negatiivinen, kokeen pisteméériksi tulee nolla.

Jos oikeita vastauksia on 1, yhteispistemddrdon 1-3-9-1=-6.
Koska pistemédiré on negatiivinen, kokeen pisteméériksi tulee nolla.

Jos oikeita vastauksia on 2, yhteispistemédrdon 2 -3 -8 - 1 =-2.
Koska pistemédréd on negatiivinen, kokeen pisteméériksi tulee nolla.

Jos oikeita vastauksia on 3, yhteispistemédérdaon 3 -3—-7-1=2.
Opiskelija saa siis nolla pistettd, jos oikeita vastauksiaon 0, 1 tai 2.
Lasketaan tapahtuman todennékoisyys.

P(0 tai 1 tai 2 oikeaa)
= P0)+ P(1)+ P(2)

10 10 10
:[0]-0,250-0,7510 +[ : ]-0,251 -0,75° +[ 2]-0,252 -0,75%

0 oikeaa ja 10 vaarad 1 oikeaa ja 9 vairaa 2 oikeaa ja 8 vadraa

~ 0,526



2. Yksittdisen monivalintatehtdvan vastaus on oikein

todennékdisyydelld % ja véirin todenndkdisyydelld %

Lasketaan todennékdisyys, ettd kaikki 10 tehtévéd ovat oikein.

Py =] (L) .(2) ~ 0.0000169
(10)= 10'(5) (5) —

Vastaus
1. 0,526
2. 0,000 0169



4.16

Tapahtuman ”toinen kuutonen tulee ennen 10. heittoa” vastatapahtuma on
”9:114 ensimmadiselld heitolla tulee 0 tai 1 kuutosta”.

Tapahtuma on siis toistokoe, jossa on 9 toistoa. Kuutosen todennékdisyys

yksittiisessé heitossa on % .

P(kuutonen tulee ennen 10. heittoa)
=1— P(9 heitolla saadaan 0 tai 1 kuutosta)
=1—(P(0 kuutosta) + P(1 kuutonen))

- (o (& [ )

~ 0,457

Vastaus
0,457



4.17

Paras tulos ennen Mirvan ja Virven joukkuetta on 4 kymppié.
Mirvan ja Virven on voittaakseen heitettdvd 5 tai 6 kymppid.

Mirva osuu kymppiin todennikoisyydelld 0,75 ja Virve
todennékdisyydelld 0,35.

Lasketaan todennédkoisyydet.

P(6 kymppid)

= P(Mirva saa 3 kymppié ja Virve saa 3 kymppid)
= P(Mirva saa 3 kymppid) - P(Virve saa 3 kymppié)
=0,75%-0,35°

~ 0,018088

P(5 kymppid)

= P(Mirva saa 3 ja Virve 2 TAI Mirva saa 2 ja Virve 3 kymppiid)
= P(Mirva 3 ja Virve 2)+ P(Mirva 2 ja Virve 3)

= P(Mirva 3)- P(Virve 2) + P(Mirva 2)- P(Virve 3)

3 3
= 0,75° [ ]-0,352-0,651+[2]-0,752-0,251~ 0,353

Mirvalla Virvelld

kaikki Virvelld Mirvalla kaikki

kymppejd 2 kymppid 2 kymppid kymppejd
~ 0,11886

Lasketaan voiton todennakdisyys.



P(Mirva ja Virve voittavat) = P(6 kymppid tai 5 kymppid)
= P(6 kymppid) + P(5 kymppid)
~ 0,018088...+0,11886
=0,136948
~ 0,14

Vastaus
0,14



4.18

a) Todenndkoisyys, ettd satunnainen kaupungin asukas vastustaa

1_92.

rakentamista, on 5

Jos vastustajien osuus otoksessa olisi sama, tulisi 10 hengen otoksessa
olla 0,2 - 10 =2 wvastustajaa. Koska kaupunki on suuri, otoksen
muodostaminen voidaan ajatella toistokokeeksi.

P(10 hengesta tdsmailleen kaksi vastustaa rakentamista)

10
:[ ]-0,22-0,88
2

~ 0,302

b) Lukion 40 opettajasta joka viides eli %-40 =8 opettajaa vastustaa

rakentamista.

Jos vastustajien osuus otoksessa olisi sama, tulisi 10 hengen otoksessa
olla 2 vastustajaa.

Kyseessi ei ole toistokoe. Selvitetddn kuinka monella tavalla 10

hengen otos voidaan valita ja kuinka monella tavalla valinta voidaan
tehda niin, ettd siind on 8 vastustajaa ja 2 kannattajaa.

40
Opettajista voidaan valita 10 hengen otos [10] tavalla.



8
8 vastustajan joukosta voidaan valita kaksi vastustajaa [2J tavalla ja
o . . . 32
32 kannattajan joukosta voidaan valita 8 kannattajaa tavalla.

8] (32
Siis 2 vastustajaa ja 8 kannattajaa voidaan valita [2][ 8] tavalla.

Lasketaan todennékdisyys.

P(10 valitusta opettajasta 2 vastustaa rakentamista)
81(32
)
~ (40
)

~ 0,347

Vastaus
a) 0,302 b) 0,347



4.19

Ava ja Severi pelaavat kuukauden aikana tennistd n pelid. Ava voittaa
yksittdisen pelin todennikoisyydelld 0,40.

Muodostetaan lauseke todennikdisyydelle, ettd Ava voittaa tismélleen 2
pelia.

P(Ava voittaa tdsmélleen kaksi pelid)

= [Z} -0,40%-0,60" 2 Sievennetddn CAS-laskimen avulla.

2 (1) (3 )” Laskin saattaa antaa lausekkeen eri muodossa.
==.n-(n— L=

9 5 Kiytetiin laskimen antamaa muotoa.

Yhtdlo P=0,121 voidaan ratkaista kokeilemalla esimerkiksi
taulukkolaskentaohjelmalla.

Ratkaistaan tehtdva LibreOfficen Calc-ohjelmalla. Kirjoitetaan
sarakkeeseen A pelien lukumédirat n =1, 2, 3, .... Lasketaan sarakkeeseen
B tapahtuman "tdsmélleen 2 voittoa" todenndkdisyys.

A B
1 n P
2 1 0
3 2 0,160
4 3 0,288
5 4 0,3456
10 |9 0,161
11 |10 0,121
12 |11 0,089

Ava ja Severi pelaavat 10 pelia.

Vastaus 10 pelid



4.20

Olkoon tapahtuman A4 todenndkoisyys yksittiisessd toistossa p.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan p.
P(3 toistossa kerran) = 0,27
3 5 3
p-(1=p)° =027 =3
1 1
3-p-(1—p)?=0,27 Ratkaistaan CAS-laskimella.

p=0,115 tai p=0619 tai p=127

Koska todennikoisyys 0 <p <1,niin p~=0,115 tai p=0,619.

Vastaus
0,115 tai 0,619



4.21

HPV voittaa yksittdisen pelin todennékdisyydelld 60 % = 0,60.

Koska voittoon tarvitaan neljén ottelun voitto, pelataan loppuotteluissa
korkeintaan seitsemin ottelua. HPV voittaa mestaruuden seuraavissa
tapauksissa:

1) Pelataan 4 ottelua: HPV voittaa kaikki 4.

2) Pelataan 5 ottelua: HPV voittaa neljistd ensimmaisestd kolme ja
viidennen ottelun.

3) Pelataan 6 ottelua: HPV voittaa viidestd ensimmaisestd kolme ja
kuudennen ottelun.

4) Pelataan 7 ottelua: HPV voittaa kuudesta ensimmadisesti kolme ja
seitsemannen ottelun.

Lasketaan tapahtumien todennédkoisyydet.
1) P(HPV 4 ekaa) = 0,60* = 0,1296

2) P(HPV 3, PPS 1, HPV)
4
:[3] 10,603 - 0,40 - 0,60 = 0,20736

HPYV voittaa 3,
PPS voittaa 1

3) P(HPV 3, PPS 2, HPV)
5
— [3] -0,60%-0,40%-0,60 = 0,20736

HPV voittaa 3,
PPS voittaa 2



4) P(HPV3, PPS 3, HPV)

6 3 3
=5 -0,60° -0,40° - 0,60 = 0,165888

HPV voittaa 3
PPS voittaa 3

Lasketaan todenndkoisyys, ettd HPV voittaa mestaruuden.

P(HPYV voittaa mestaruuden)

=0,1296 + 0,20736 4+ 0,20736 + 0,165888
~ 0,71

Vastaus
0,71
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